Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
Editia a XVIII-a, Bragov, 16 mai 2014

Clasa a VII-a

1. Fie M multimea numerelor naturale nenule care nu au divizori primi
mai mari ca 10. Sa se afle cel mai mic numar natural n cu proprietatea ca
pentru oricare submultime A cu n elemente a lui M putem alege cu siguranta
doua numere distincte din A astfel ca produsul lor sa fie patrat perfect.

Vasile Pop

2. Fie ABC un triunghi in care AB = AC. Consideram M € (BC)
si N € (AC) astfel ca ZBAM = ZMNC'. Fie P intersectia dintre M N gi AB.
Sa se arate ca bisectoarele unghiurilor BAM si BPM se intersecteaza intr-un
punct de pe segmentul (BM).

Bogdan Enescu

3. Demonstrati ca suma distantelor de la centrul de greutate al unui tri-
unghi la laturile sale este cel putin egala cu triplul razei cercului inscris in acel
triunghi.

Aurel Barsan
4. Fie a1, ag, as, ..., aga 0 scriere arbitrara a numerelor 1, 2, 3, ..., 2014.
Aratati ca printre numerele
lar —1f, a2 —2[, |az =3[, ..., |az014 — 2014

exista (cel putin) doua numere egale.



Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
Editia a XVIII-a, Bragov, 16 mai 2014

Clasa a VIII-a

1. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:
L+a+22+2° + 2t =94

Mihaly Bencze

nt2014 & n+2013
lve] 5 [Vt
sunt numere naturale. ([a] reprezinta partea intreaga a numarului real a).

2. Determinati numerele naturale nenule n pentru care

Lucian Dragomir

3. Se considera n + 1 (n > 3) puncte necoplanare V, Ay, Ay, --- | A, astfel
incat oricare trei puncte sunt necoliniare.
a) Aratati ca, punctele Aj, Ay, ...,A, sunt coplanare daca si numai daca

sferele de diametre [V Ay], [V Ayl ,...,[V A,] au doud puncte comune.
b) Determinati n stiind ca oricum am alege n sfere cu diametrele determi-
nate de n perechi de puncte distincte ale multimii {V, Ay, Ag,- -+, A, }, acestea

au doua puncte comune de intersectie.

4. Determinati toate patratele perfecte care au produsul cifrelor un numar
prim.

Aurel Barsan



Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
Editia a XVIII-a, Bragov, 16 mai 2014

Clasa a IX-a
1. Se considera n + 1 vectori in plan, vy, v3,--- , ¥U,, cu proprietatea ca
x| = 2%, k € {0,1,--- ,n}. S& se arate ca suma vectorilor unei submultimi

nevide arbitrare a multimii acestor vectori este un vector nenul.

2. Fie A o multime de numere reale, cu cel putin trei elemente, avand
propritatea ca, pentru oricare a,b € A, cu a # b, avem a®+ b € Q. Si se arate
ca A CQ.

Romeo Ilie

3. Se considera multimea

4
= {ﬂlm,nEN*}.

m?2 + 2n?

Sa se determine cel mai mare numar real a si cel mai mic numar real b astfel

ca A C [a,b].
Vasile Pop
4. Fie M si N doua puncte in planul triunghiului ascutitunghic ABC,
astfel ca:
(tgA+tgB+tgC) MN= tg A- MA +tg B- MB +tg C- MC .
Sa se determine punctul N.

Dorin Andrica



Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
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Clasa a X-a

1. Fie z € C, cu |z| = 1. Sa se arate ca
2%+ 1+ |2+ 1| + [P+ 1] > 2, Va,be N

Mihaly Bencze

2. Fie a > 1. Sa se arate ca pentru oricare n (n > 2) numere pozitive
xry,%a,- - , Ty, CU suma egala cu a, are loc inegalitatea

w1+ Ty + T3+ e+ Y > V.

Eugen Paltanea

3. Fie a,b > 1. Sa se demonstreze ca urmatoarele doua afirmatii sunt
echivalente:

(1) exista o functie f : (0,00) — R cu proprietatile
(i) functia g : R — R, g(z) = f (a®) — x, este strict crescatoare pe R;
(ii) functia h: R — R, h(z) = f (b") — x, este strict descrescatoare pe R.
(2) a >b.

Romeo Ilie

4. Sa se demonstreze identitatea

1 1 1 1 1 1 1 1
Cle O — O3 (1) O = 1= (1 S = (1o — ).
g Cnt Ot (C )" T SO = g (T g )t (T S+

Marian Cucoanes
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Clasa a XI-a

1. Fie f: (0,00) — R o functie cu proprietatea ca exista limita

lim —&—— =1.
z\,0 €T
Sa se calculeze limita
FB2)-F(2) 4
. ————10
lim .
z\,0 X

Cristinel Mortici

2. a) S4 se arate ca 2 cos (27 *7) = \/2 +\/2+-V2, ke N~

k radicali

b) Fie multimea A = {27"5,,| n € N*} | unde

Sn

1 1 1 1
=t ot .
V2 V- V2-V2+V2 2—\/2+\/2+---¢§

n—1 radicali

Sa se determine sup A (cel mai mic majorant al multimii A).

Gabriela Boeriu si Eugen Paltanea

3. Fie A, B € M,,(R) doua matrice simetrice (AT = A, BT = B), astfel ca
Tr (A°B%) = Tr ((AB)?) .
Sa se arate ca AB = BA.
Vasile Pop

4. Sa se calculeze limita
lim (n + 1)’ (n + 1) — n®In’n
n—oo nlnn

?

in raport cu parametrii reali « si (.

Dorin Andrica
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Clasa a XII-a

1. Fie (G,-) un grup si n un numar natural nenul. Consideram functiile
[:G—=G, flx)=a"gg:G— G, g(r) = 2" S& se demonstreze cd daca
f este morfism injectiv de grupuri si g este functie surjectiva, atunci grupul G
este comuntativ.

Marian Cucoanes

2. Fie GLy(R) C My(R) grupul multiplicativ al matricilor inversabile si
H={A, As,. . A}

un subgrup al sau cu n > 2 elemente astfel ca
k=1

a) Sa se dea un exemplu de un astfel de subgrup H.

b) Sa se arate ca Y A = Os.
k=1

Vasile Pop

3. Calculati

/ (z? — 1)(2® + 32° + 62* + 32% + 1)dz
o2+ 210 4 28 o6 4 2t 22 41
Mihaly Bencze

4. Daca f : [0,00) — R este o functie cu derivata continua care verifica
conditiile

a) |f'(x)| < £, pentru orice x > 0, unde ¢ > 0 este o constanta,
R
b) i 4 [ 1f)lde =0,

|
atunci lim f(z) = 0.

r—00



